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ДИСКРЕТИЗАЦИЯ ЭНЕРГИИ МЕЖМОЛЕКЛЯРНОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ 
ДЛЯ ИССЛЕДОВАНИЯ МАССОПЕРЕНОСА НА ОСНОВЕ РЕШЕТОЧНОЙ ТЕОРИИ 
Рассматривается решеточная система с термоактивированными прыжками частиц между уз-
лами решетки в ситуациях, когда не накладываются ограничения на величину градиентов плот-
ности. Показано, что возможности описания в рамках решеточной теории можно расширить, пе-
реходя от традиционного двухспинового (занят – не занят) состояния узла решетки к многоспи-
новому. Это дает возможность рассмотреть более сложные задачи, в том числе и варианты с не-
прерывным потенциалом, и учесть особенности изменения взаимодействия с изменением 
расстояния и взаимной ориентации молекул. В работе для случая многоспиновых состояний с 
использованием основного кинетического уравнения сформулированы кинетические дифферен-
циально-разностные уравнения эволюции поля концентрации. Для учета межчастичных корре-
ляций использовано квазихимическое приближение. 
The system with thermally activated hopping dynamics is considered in the framework of the lat-
tice fluid model in situations when no constrains on concentration gradients are assumed. It is shown 
that the possibilities of description in the framework of lattice theories can be extended coming to mul-
tispin instead of twospin (occupied-unoccupied) characterization of the lattice sites. This permit to con-
sider more complicated problems, including systems with continuous potentials, and to take into ac-
count the peculiarities of interactions that depend on intermolecular distances and mutual orientations 
of molecules. Attractive nearest neighbor interparticle interactions and discrete particle energy levels 
are taken into account. On the basis of the master equation for the case of multispin states the closed 
system of differential-difference evolution equations for the particle concentration distribution is eva-
luated. The quasichemical approximation is used to take into account interparticle correlations. 
Введение. Решеточные теории находят ши-
рокое применение при описании разнообраз-
ных массотранспортных процессов в твердо-
тельных системах [1, 2], в частности интерка-
ляционных соединениях, в том числе при ис-
следовании процессов нуклеации, которые 
могут привести к наноструктурным состояни-
ям. Эти соединения часто рассматриваются как 
состоящие из довольно жесткой несущей под-
системы и подсистемы лабильных частиц, дви-
жущихся в потенциальном рельефе, созданном 
несущей подсистемой. Подвижные частицы 
проводят основное время в минимумах потен-
циального рельефа, что и обусловливает при-
менимость решеточных теорий. Относительная 
простота решеточных систем предоставляет 
возможность выполнить до конца необходимые 
статистические процедуры усреднения и полу-
чить конкретные результаты для равновесных и 
кинетических характеристик систем. Возмож-
ности описания дополнительно расширяются 
при переходе от традиционного двухспинового 
(занят – не занят) состояния узла решетки к 
многоспиновому. Это позволяет рассмотреть 
более сложные случаи, в частности варианты с 
непрерывным потенциалом, и учесть особенно-
сти изменения взаимодействия с изменением 
межчастичных расстояний и взаимной ориен-
тации молекул. 
Целью данной работы является формули-
ровка, исходя из основного кинетического урав-
нения, дифференциально-разностных уравнений 
эволюции поля концентрации с учетом много-
спиновых состояний. Для учета межчастичных 
корреляций используется квазихимическое 
приближение. 
Уравнение эволюции поля концентра-
ции. Рассмотрим систему N частиц на перио-
дической двух- или трехмерной решетке с 
притяжением ближайших соседей. Переход 
частицы в ближайший соседний вакантный 
узел будем считать термически активирован-
ным. Согласно работам [3, 4], будем считать, 
что частица в узле j может занимать дискрет-
ные энергетические состояния. Это предполо-
жение позволяет объяснить особенности рас-
пределения потенциала поля подложки вокруг 
узлов решетки вместо использования только 
узельных потенциалов. Конечно, классическая 
энергия частицы не может квантоваться. Тем 
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не менее колебания частиц могут быть разло-
жены по колебательным модам кристалла. Хо-
тя спектр кристалла на самом деле непрерыв-
ный, его можно условно разделить на несколь-
ко дискретных уровней. Такая процедура тре-
бует громоздких вычислений спектра кристалла 
и его собственных векторов. Другая возмож-
ность обеспечивается методом условных рас-
пределений [5–7] путем расчета средних по-
тенциалов и их распределения по энергетиче-
ским уровням. 
Удобно обобщить обозначения чисел запол-
нения узла i: 0 , 1 , 2 , 3 , ...,=i i i i i in p , где 0in =  
соответствует незанятому узлу, в то время как 
0 , 1 , 2 , 3 , ...,=i i i i i in p  указывает энергетическое состояние частицы с энергией 
in
u  в узле ( ip  
отмечает самый высокий уровень энергии в 
узле, оккупация узла более чем одной части-
цей запрещена). Одно- и двухузельная вероят-
ности узлам i и j быть занятыми, которые учи-
тывают их энергетические состояния, обозна-
чаются как ( )iF n  и ( , )i jF n n . В соответствии с этим символы Кронекера обобщаются сле-
дующим образом: 
1,  1 , 2 , 3 , ..., ,
0,  0 .
=⎧δ = ⎨ =⎩i
i i i i i
n
i i
n p
n
 (1)
Тогда локально-равновесная функция рас-
пределения может быть записана в виде 
{ }
{ }
1 2
1
, ,..., ...
1 exp exp ,
i
N i
N
i n N
iN
D n n n
HZ =
=
⎛ ⎞= β μ δ −β⎜ ⎟⎝ ⎠∑
  (2)
где большая статистическая сумма 
( )
1 2, ,... 1
exp exp ;
i
N
N i n N
n n i
Z H
=
⎧ ⎫= β μ δ −β⎨ ⎬⎩ ⎭∑ ∑  (3)
B1 / ( )k Tβ =  – обратная температура; Bk  – по-
стоянная Больцмана; μi – неравновесный хими-
ческий потенциал, который зависит от положе-
ния i и времени t, и энергия лабильных частиц 
1 1 ( )
1 ,2i i i j i j
N N z
N n n n n n n
i i j i
H u J
= =
= δ + δ δ∑ ∑∑  (4)
где z – число ближайших узлов (учитывается толь-
ко взаимодействие ближайших соседей); 
i jn n
J  – 
энергия взаимодействия частиц, находящихся в 
состояниях in  и jn . Внутренняя сумма во вто-
ром слагаемом уравнения (4) берется по z бли-
жайшим соседям, окружающим узел i. Первое 
слагаемое в (4) отражает наличие различных 
энергетических одночастичных состояний. Кри-
терии применимости локально-равновесной 
функции распределения подробно обсуждаются 
в работах [3, 4, 8, 9]. 
Частота перескоков из занятого узла i в со-
седний свободный узел j определяется выраже-
нием 
0exp( )(1 ) ;= ν βε − δ δj j i jn i n n nL  (5)
( )
,ε = + δ δ∑j j j k j kzn n n n n n
k j
u J (6)
где ν0 – частотный коэффициент порядка час-
тота колебаний частицы около своего реше-
точного узла (частота попыток скачков час-
тиц), который определяет масштаб времени 
модели. 
Комбинируя (2), (4) и (5), (6), после преоб-
разований, аналогичных тем, которые осущест-
вляются в работах [8, 9], можно записать 
(... ,0 ...) =
jn i N j i
L D n
 
0 (...0 ,0 ...)exp( ).= ν βμ δ jN j i j nD (7)
После усреднения по локально-равновесно-
му состоянию системы выражение для среднего 
потока частиц из узла j в узел i принимает дос-
таточно простую форму: 
0 (0 ,0 )exp( );= ν βμ δ jji j i j nL F  (8)
поток через границу ячеек j и i 
0 (0 ,0 )[exp( )= ν βμ δ −jji j i j nI F  
exp( )].− βμ δ
ii n
 (9)
Это простое выражение справедливо для 
случая, когда взаимодействие между частица-
ми в седловой точке не принимаются во вни-
мание. Функция распределения (0 , 0 )j iF , не-
обходимая для учета межчастичных корреля-
ций, должна быть рассчитана для неравновес-
ного распределения частиц в зависимости от 
расположения решеточных узлов i и j и време-
ни t. В простейшем приближении среднего 
поля эта функция является произведением ве-
роятности двум ближайшим узлам быть ва-
кантными. Следовательно, уравнение эволю-
ции сводится к уравнению для поля концен-
трации частиц. Двухчастичные функции рас-
пределения (0 , 0 )j iF  могут быть рассчитаны в 
квазихимическом [10] или диаграммном при-
ближениях [11]. 
Квазихимическое приближение. Вероят-
ность занятия частицей узла можно записать 
через средние потенциалы [8, 9, 11, 12], обоб-
щенные здесь для учета различных энергетиче-
ских состояний частицы в узле решетки: 
1
( )
( ) exp β δ β φ ( ) ;−
⎧ ⎫= μ −⎨ ⎬⎩ ⎭∑i
z
i i i n j i
j i
F n Q n  (10)
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0 ( )
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n j i
Q n
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где φ ( )j in  – средний потенциал взаимодейст-
вия частицы в состоянии in  с частицей в узле j; 
iQ  – нормировочный множитель. 
Вероятность (0 )iF  узлу i быть свободным 
и его средние числа заполнения 
in
ρ  определя-
ются выражениями: 
( ) 1
( )
(0 ) 1 exp (0 ) ;−
⎧ ⎫= −ρ = −β ϕ⎨ ⎬⎩ ⎭∑
z
i i i j i
j i
F Q  (12)
1
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i
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i i i n j i
n j i
F Q u n−
=
⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪= ρ = −β + ϕ ×⎨ ⎬⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭∑ ∑  
{ }
1
exp ; .
=
× βμ ρ = ρ∑ i
i
p
i i n
n
(13)
В соотношениях (12), (13) 
in
ρ обозначает 
среднюю концентрацию частиц в состоянии in . 
Соответственно, iρ имеет смысл средней засе-
ленности узла i. Отношение средней плотности 
частиц к средней плотности вакансий может 
быть записано с помощью функции ( )j inχ  и 
использовано далее для определения химиче-
ских потенциалов. 
1 ( )
exp( ) ( );1 =
ρ = βμ χ−ρ ∑∏
i
i
p z
i
i j i
n j ii
n  (14)
( )
( )
exp ( )
( ) .
exp (0 )
−βϕ −βχ = −βϕ
ij i n
j i
j i
n u
n
 
(15)
Уравнение нормировки двухузловых функ-
ций распределения 
0
( ) ( , )
=
= ∑i
j
p
i i j
n
F n F n n  (16)
используется для определения средних потен-
циалов. В квазихимическом приближении двух-
узловые функции распределения представлены 
через средние потенциалы в виде 
( , )i jF n n =   
exp( )exp[ ( )]
;( ) ( )
−β δ δ −β += ρ ρ η η
i j i j i j
i j
n n n n n n
n n
j i i j
J u u
n n
(17)
( ) exp( ( )).j i j in nη = −βϕ (18)
Уравнение (16) с помощью (17) приводит к 
выражению для ( )j inη : 
0
exp( )exp( )
( ) .( )=
−β δ δ −βη = ρη∑
i
i j i j j
j
j
p
n n n n n
j i n
n i j
J u
n n
(19)
Уравнения (14)–(19) с учетом (10)–(13) об-
разуют замкнутую систему уравнений относи-
тельно неизвестных ( )j inη  при заданных зна-
чениях температуры и химического потенциала. 
Отметим, что в отличие от ранее рассмотрен-
ного случая двухспиновых состояний каждое 
уравнение (19) не может быть разрешено в ра-
дикалах. Отмеченная особенность порождает 
принципиальные затруднения при построении 
алгоритма разрешения уравнений (14)–(19). 
Наиболее подходящим здесь представляется 
предложенный ранее метод итераций, исполь-
зованный для непрерывных систем.  
Заключение. Таким образом, получена сис-
тема уравнений для функций ( )j inη , опреде-
ляющих средние потенциалы и распределение 
химических потенциалов при заданном поле 
концентрации. Эти формулы обобщают рас-
пределение Ферми состояний частиц в узле ре-
шетки на случай учета межчастичных взаимо-
действий. Внешнее поле может быть легко 
включено в рассмотрение, если добавить соот-
ветствующий член в уравнение (4). 
Для исследования эволюции поля концен-
трации в системе следует использовать уравне-
ния баланса числа частиц: 
1( )
,
=
ρ = − ∑zi ij
j i
d Idt  (20)
где суммирование производится по z ближай-
шим соседям узла i. Благодаря выражению (9) 
последнее уравнение является дифференциаль-
но-разностным. При малых градиентах концен-
трации из уравнения баланса могут быть полу-
чены обычные уравнения диффузии [8, 9]. 
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